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〈研究論文〉
数学教育における数学的解法の美的性質の分析
一一教材分析の視点の導出一一
花園隼人
〈研究論文〉
数学教育における数学的解法の美的性質の分析
一一教材分析の視点の導出一一
1.研究課題と研究方法
1.1 l~:l'J 題 j主識と研究呂的
数学において「美しいjとされる性質（J,／埠，
美的性質）は，数学の本質の一つである。
数学の研究成果は論理性のみならず美的性質の
観点からも評価される（e.g.Poincare, 1908/2003）。
また，数学的問題解決（以降，問題解決）にお
いて解法や結論といった数学的対象の美的性紫
を識別して追求することは，問題解決を豊かに
する（e.g.Sinclair, 2004) o これらの問題解決に
おける行為は，数学者や数学的才能児の特徴と
されてきた（e.g.クルチェツキ－'1968/1969）。
これまで本研究では，中学生や高校生といっ
た学習者の問題解決において，数学的解j去の美
的性質を議日iJし追求する姿を捉えてきた（花i重］，
2009, 2010）。しかし，数学的解法の美的性質の
識日iJと追求を促すような教材（！）や，教材に即し
て美的性質の識別と追求を促す方法に関する提
案は，十分にはなされていなし＇ o それ故，まず
は教材を関与さする必要がある。
長谷川（2013）に基づくと｛ぺ教材の開発は
次の二つの局面に分けて考えることができる。
は目標に対ーする素材の適切性やその他の教
育的知値などを分析する局面（教材分析とする）
であり，第二は教材分析の結果に基づいて素材
を「選択し，配列し，組み立て，授業の展開過
程に位置づけ，子どもに教材を提示して
動を指導する方法を探るJ（長谷川，2013,p.28)
局布（教材構成とする）である。この捉え方に
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基づくと，美的性質の識別と追求を促す教材の
開発を目指す上で，教材分析の視点を定める必
要がある。
以上より，本稿の目的は，学習者による数学的
解法の美的性質の識別lと追求を促す教材を！？号発
するための教材分析の祝点を定めることである。
1.2 研究課題
本稿で、は次の二つの主たる研究諜題を設定す
る。第一に，「美ししづとされる数学1'.1fJ引去を分
析することで，その美的性質の特徴を捉えるこ
とである。「エレガントな解法jなどと称される
解法は多様に存在し，その美的性質についても
主観による判断としか解釈できないものも少な
くない。そこで本研究では「美ししづとされる
数学的解法にみられる「形式J(3）に着目すること
で，そのような主観的な議論を避ける。また，
本稿ではこの第一の課題の解決に向けた下位課
題として，「美ししづとされる数学的解法から
円形式」を抽出する方法を確立することを
る。第二に，第一の課題の解決で得られる美的
性質を生起させる「形式」の特般を踏まえ，教
材分析の視点を導出することである。
1.3 研究方法
本稿では主として次の三つの手順で理論的考
察を行う。第一に，数学的対象の「美しさjに
関する文獄解釈を行う。この考察により，「形
式jが数学的解法の美的性実を生起させうるこ
と，及び特定の数学的解法に i根拠の追求jと
いう公理的方法のー側面を用いることで，その
「形式Jを抽出できることを示す。第二に，上述
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の方法を「美しい」とされる具体的な数学的解
j去に適用して，美的性質の分析を行う。分析で
きる数学的解法はl現られているため，分析対象
として妥当なものを選択する。第三に，第二の
手Il買を通して得られた美的性質の特徴と先行研
究で検討された課題の特般とを照合し，教材分
析の視点を導出する。
2.数学的解法の「形式jを抽出する方法
2.1 数学的対象の美的性質を捉える枠組み
2.1.1 前提：主観性と文）］長依存性
数学における「美しさJは，数学者や数学教
育学者によって様々に捉えられてきた。例えば
Hardy (1967 /1992）や Dreyfusand Eisenberg 
(1986）は審美の基準ωが数学者の問で共有され
ているとし，その基準のリストを提示した。一
方で， Wells(1990）は白身で実施した質問紙
調査に基づいて，審美の基準は必ずしも数学者
の間で共有されていないと指摘した。 Wells
(1990）によると，単純性（simplicity）や簡潔
性（brevity）といった美的性質は基準として頒
繁に用いられるが，同じ語で異なる意味を
可能性があるという意味で主観的であるD また
向じく基準として用いられる意外性（surprise)
については，この性質が生じる経緯が不明瞭で，
文脈に依存するものである。
Wells (1990）の実施した調査は，母集団を
数学者全体と考えると標本の大きさや無作為性
に不十分さがある。しかし，その指摘は妥当で
あると考えられるo J2,1,J二から，本初f究で
の基準となる美的性質は主観的で文脈依存的で
あると捉える。それ故，これらの基準の間に厳
密な区別は与えない。ただし， Wells0990) 
の調査結果にも克られるように，多くの数学者
が「美しさjを単純性や簡潔性といった美的性
質で表現しているのも事実である。そこで本研
究では，数学的対象の美的性質には共通する特
色があると捉え，次項で考察する。そして，こ
れらの特色を踏まえた上で本研究における
！？守対象の美的性質を捉える枠組みを定める。
2.1.2 !;I犬態の変容jによる美的性質の生起（；，）と
変容をもたらす「形式J
m詔（2014）はポアンカレとハーデ、イによる
審美及びデービスら (1982I 2006）の「美しさJ
にi認する言及の解釈を通して，数学における
しさ」の特色として二つの生起方法ーがあるこ
とを導出した。そして，本研究では数学的対象
が「混沌とした状態 Scから秩序ある状態 SaJ
へと変容すること（以降！状態の変容JとIl各記）
によって生じる美的性質を研究の対象とするこ
とを述べた。
数学的対象の「状態の変容Jには，変容をも
たらす「形式」が特定できるものがある。例え
ば Dreyfusand Eisenberg (1986）がj苦しEた次
の例題に対する解j去に「1；式」を見ることがで
きる。
lから99999までの全ての正の整数を書き
下すことを決めたと想像しなさい。 7とい
つ なければならなし／ミか。
(Dreyfus and Eisenberg, 1986, p. 3) 
この例題に対する解法は二つ提示されている。
第一の解法は，数がl桁の場合には何回書くか，
数が2桁の場合には何回書くか，という考察を
り返す方法である。第二の解法は，例えば］
を00001と見ることによって， 7と｛むの数と間
に交換可能性という意味での対称性があること
を用しEる方法でり，具体的には次のような解法
である。ある数 aに対し， a材料と表現される
数が101通りあり， a=0 .9を考えると100,000
通りある。 i司様にaが他の位にある場合もそれぞ、
れ100,000通りある。そしてこれらのうち aaaaa
のように重複したものについては題意から 5回
と数えるので，結局全ての数を書き下す屈数は
500,000回である。この10分の lが求める値なの
で，答えは50,000IIDである。
Dreyfus and Eisenberg 0986）はこの二つの
解法を比較し，「数学者は一般に，第二の証明の
方が第一のものよりも美的な魅力があるという
ことに賛同するだろう。J(p. 3）と述べた。そ
してその理由として，第二の解i去で、は数と数と
のi習の対称性によって解決までの論理の段階が
少なくなり，簡潔性（brevity）が生じているこ
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とを挙げた。すなわち，／H:fF性という｜形式j
をJIJ]a：＼してその「31；，式jを利用する解法を考え
ることによって，第一の解法の状態£を第二
の解法の状態 S。に変容させて，美的性質を生
起させている。
このように「形式」が｜状態の変容j及
的’I~：質の生起において機能する理由については
Dreyfus and Eisenberg (1986）は言及していな
いが， Poin car己(1908/2003）は「形式jが！？失
序をもたらし統ーを与え，部分とi司IJ寺に全体に
ついても包括的な:f_ilj昨を明瞭に入手させうるj
(pp. 30-31）と説明している。また，このよう
な「形式jと美的性質の関係について，美学者
である竹内敏雄 (1905-1982）は「形式Jがあ
ることによって全体が統一され，一目瞭然と捉
えられることが美的性質の成立する条件の一つ
であると説明している（竹内， 1979）。この
Poi near己（1908/2003）と竹内 (1979）の考えに
基づき，本稿では［形式」を数学的対象
を与える数学的規則と定める。
2.1.3 数学的対象の美的性質を捉える枠組み
ここまでの考察を踏まえ，本研究で考察の対
象とする数学的対象の美的性質を，「形式jによ
って数学的対象の状態が混沌とした状態から秩
序ある状態に変容することによって生じる統一
牲として定める。先述のように，この統一性を
どのように感じとるかは，その主体や文)J長に依
存する。
この定義には「形式jが含まれているが，「形
式Jにはどのようなものがあり，どのような特
徴があるのかは定義からは定かではなし、そこ
で次節では，数学者によって「美しいJと認め
られている数学的対象の「形式jを拙出して分
4斤するための方法を確立し，次章においてその
方法を）若いた分析を行うことで，「美しし】」と認
められている数学的対象の「形式」にはどのよ
うなものがあり，どのような特徴があるのか考
察する。
2.2 数学的解法の「形式jを抽出する方法
2.1.2で挙げた Dreyfusand Eisenberg (1986) 
の用いた例題についての第二の解法では，数と
数との間の対称性に基づいた推論がなされてい
た。しかし，数と数のi奇に対称性があること自
体は証明の対象とはなっておらず，前提として
扱われていた。このことから，「状態の変容J後
の S。になっているとみなせる数学的解法につ
いて，その解法における前提をtJI出することに
よって， 1-:lk！誌の変容jをもたらした円形式jを
抽出できる可能性がある。
数学的解法の前提をi-UJI主する方法には，杉山
(1986）の公理的方法がある。杉山 (J986）は
公理的方法の考えの一つについて次のように説
明している。
我々が無意識に仮定しているもの，あるい
は，あまり意識せずに行動していることの
校拠を明らかにしていくことも含んでい
る。我々は無意識に何かを仮定しでものご
とを主要したり，行動したりしている。と
きには，感覚的に真であると思っているこ
ともある。それらの根拠を追求することが
公理的方法の考えである。
（杉山， 1986,p.77) 
Dreyfus and Eisenberg ( 1986）による第二の
解法では意識的に対称性を前提にしていると考
えられるが，上に引用した杉iJ_j(1986）による
説l現に塁ょっとくと，公認i的方法を用いること
識せずに用いた「形式jも抽出できる可能性が
ある。以下では具体的な数学的解法に公理的方
法を適用することによって 明示的でない「形
式jを抽出しうることを例示する。ここで用い
る向いと解法は，高等学校数学科教科書に
された例題と証明（高橋ら，2011,p.30）である。
（問い）三＝三のとき3 次の等式が成り立つことを
b d 
~iI明vせよ。
α－ b c -d 
α＋ b c + d 
、 、 、
? ?
，?
、?
??，
ー ?? ?
?
??
??
2：三ご kとおくと， αニ bk,c = dk 
b d 
これを，証明する式の左辺，右辺に代入すると，
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α－ b bk -b b(k -1) k -1 
α十 b bk + b b(k + 1) k十 I
c -d dk -d d(k -1) k -1 
C十d dk十d d(k十1) k + 1 
よって
α－ b c -d 
α＋b c十d 錨
この証明ではfとjが等しいことから，こ
れらをi可じ文字で表せることを前提としている。
このことは，立と乏の一つの値の！習の対称性b d ー
とも捉えられるが，ここでは分数表記されてい
ることを尊重して「商が一定であるjこと，す
なわち比例という門杉式Jが利用されていると
る。与えられた条件を比例とみなすことに
よって，比例定数たを用いる発想が得られたと
えられる。
この I~丹いは，仮定の式を整理して d寸）［二O を
ておき，証明する式の左辺から右辺を引き，
ることで得られる分数式の分子が ad
bc=Oになることをえミすことによってi正明する
こともできる。この後者の証明は「証明する等
式の両辺の差を考えるjという一般的な方法を
用いているが，比例という「形式」が利用され
ておらず，前者の証明は比例であることを用い
て「状態の変容」がなされたものであるとみな
すことカfできる。
3.数学的解；去の美的性質を生起させる「形式」
とその特徴
3.1 数学的解法の「形式jの分析
3.1.1 分析対象とその妥当性
ここまでの考察によって，本稿で第一の研究
課題の下位諜題として位置付けた，数学的解j去
の美l~l'J性質を分析する方法を；i募出した。また，
数学的解法に美的性質をもたらすわ！ラ式jの具
体例として，対称性と北例を提示した。以下で
は，数学における［美しさjに言及する先行研
究において頻繁に収り上げられる，，－＇＼／「玄は無理
数であることの証明jを対象として，その美的
を分析する方法，すなわち用いられた「形
式jを抽出する方法を適用する。このことによ
って，ここまで挙げていない f形式jの具体例
の導出を試みるとともに， しい」数学的対象
とされる［イすは;1!¥;：＠数であることの証明Jを
美的性質という観点から特徴付ける。
「4すは無理数であることの証明Jは， Hardy
(1940/1992）が「どの数学者も第 1級品として
認めるような‘真の’数学の定理」（p.9）と述
べてその「美しさJが数学者の時で共有されて
いると認めたものである。また，そのf去の研究
(e.g. Papert, 1978；デーピスとへルシュ，
1982/2003; Dreyfus and Eisenberg, 1986）でも
援用されている。 Hardy(1940/1992）による
と，この日？は無理数であることの証明jは
彼の審美の基準である「必然性と経済性~こ結び
つけられた非常に高度な意外性Jを満たすもの
であり，イ玄や 3イ玄といった他の無理数にも証
明方法が利用できることから，「重大さ」という
も満たすと述べている。
「、てrは無理数で、あることの証明Jには様々な
方法があり， Hardy(1967 /1992）が重要視した
（他の無理数でも利用できるj証明も多く存在す
る。 Harris(1971) はそのような証明としてお
偲の証明（Pr’oofl ～Proof 13）を提示しており，
Dreyfus and Eisenberg (1986）は 411習の ~iE明と
11還の説明（A～E）を提示している。これらの
言1-18個の解j去のうち， Harris(1971)のProof10 
は最小多項式及び連分数表記を利用しており，
2次無理数のみに用いることができる方法であ
る。また， Harris(1971)の Proof4, 5, 11 は
Dreyfus and Eisenberg (1986）の A,C, Bとそ
れぞれ重複している。よって Harris(1971）の
Proof 10とDre）イusand Eisenberg (1986）のA,
B, Cを除いた計12個の解法を対象とした分析を
行つ。
主たる分析結果は次項 3.1.2で述べるが，分
析対象とした12個の解法のうち， Harris0971) 
の Proof4からは f形三U をi:!l出することがで
きなかった。この Proof4はHardy0967 /1992) 
が提示した証明であり，「美しいjとされるはず
のものである。この証明から「形式jがt1J出で
きなかったことについては，後の；演で取り上げ
ることにする。
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3.1.2 刊すは無理数であることの証明」におけ
る前提の抽出
(1）有限性（Proof1, 7, 8, 9, 13, D, E) 
Harris (1971）のProof1, 7, 8, 9, 13及び
Dreyfus and Eisenberg (1986）の D,Eでは，
正の整数の有限性が前提として用いられていた。
Proof lは，平方数のーの位は0,1, 4, 5, 6, 9＆こ
｜浪られていることに基づき，平方数を 21音した
数のーの位は， 0,2, 8 に Ill~ られること，及び互
いに素な整数a,bが等式 a2=2がを満たすなら
ば両辺のーの位は Oでなければならず，。と b
はともに 5で割りきれる数となることから，互
いに素であることに矛盾することを示しているo
Dreyfus and Eisenberg (1986）のDは証！？？とし
ては不十分ながら，後の議論のために挙げられ
た説明である。この説明は，整数九 q(q牛0）に
ついての等式 2q＂！.：ρ2において，左辺を「三つ
の整数からなる平方数jと解釈し，そのような
平方数のーの位は lでなければならないとし，
一方で 2×（平方数）のーの位の数は2になる
ことを矛盾として提示するものである。この説
明で用いられている「三つの整数からなる平方
数のーの位jには， l×1×lや 9×3×3のように
iになるものもあるが 4×2×2のように 6に
なるものも存在する。このことから証明として
は不十分であるが説明の指針としてはHarris
(1971）の Prooflと同じとみなせる。なお，こ
の二つの解法で用＼；＇られた有限性は，具体的に
調べる段階では題期性として捉えられる。
残りの五つの証明では，細部はそれぞれ異な
るが，互の整数が最小値をもっという有限性が
用いられている口ここでは代表としてHarris
(1971）のProof13の概要を記す。 Proof13では，
整数Gbを用いてσイと表し，
σ十l= －土ーから．
花－1 ’
? l ＝~と！！＿＝!2_
a-b b1 
とできること及び l＜イすく 2から bくαくお
なので0< 2b a＝α1＜αであることから，上
の変形を繰り返せばいくらでも小さい正の整数
の分子がつくれてしまうという矛盾を導いてい
ている。
(2）対称性（Proof5, 6, 12) 
Harris (1971）の Proof5, 6では，等式〆＝
2b＂における両辺のおj・称性が前提として用いら
れていた。これらで、は等式の両辺を素因数分解
して表現し， Proof5は2の指数の偶奇が両辺
で非対称であること， Proof6は素因数の総数
の偶奇が両辺で非対称であることを矛j吉として
提示している。
Harris (1971）のProof12は「幾何学的な
明jと題された証明であり， Harris(1971）は
「この方法は，少なくとも（他の）平方根には拡
きるJ(p. 21，括弧内は引用者）としてお
り，先述のHardy(1967 /1992）が重要視した
円也の無理数でも利用できる」という条件を満た
すかどうかは定かではない。そこで，この Proof
12については詳細を記して検討する。
? ?
??
s 2 
s 
pl 
c B 
図1 幾何学的な証明
図 lの正方形において ピュタゴラスの定理
から対角線ACのABに対する比は、ヴー で、ある o
ACとABがi司一単位で測れると仮定する。こ
のとき， ACとABが APの整数告になるよう
な線分APが存在する。ここで， AB=CS1とな
るように，対角線 AC上に点 S1をとり， S1か
ら51いた対角線ACの垂線と辺ABとの交点を
P1とする。このとき， AP1=AB-ASiとAS1
は APによって測ることができる。次にPi
P2=S1 Aとなる P2を辺 AB上にとる。このと
き， AP2とAS2はAPによって測ることカfでき
る。このプロセスは APnとASnはAPによっ
て測ることができ，かつAPnくAPとなるまで
続けられる。 Harris(1971）はこれを不合理と
して提示している。
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この証明方法を横の辺の長さが3，縦の辺の
長さが4の長方形に適用することを考える。国
2と同様な記号を用いると， AB=4, AC= 5 
であり， AP=0.25として点 Pを取れば， ACと
ABは APの整数倍になっている。そして上述
の操作で AP1とAS1 はAPの整数倍になって
いるが， AP:zとAS2 は APの整数倍になって
いない。このことから， ACとABのよとの｛直カf
有理数であれば，ユークリッドの互除法と同じ
要領で， APの整数倍で表せる APnとASnを有
限回構成することができる。
一方，横の辺の長さが 1 縦の辺の長さが
イすの長方形に適用することを考える。このと
き， AB＝イす， AC=2である。この図形に対し
てProof12と向じ操作を施すと， AP1=AB-
AS1が成立しないため， ACと店が APの整
数倍になるような線分APの存在を仮定しでも，
AP1は APの整数倍にならない。すなわち，
Proof 12の方法は 少なくともここで用いた方
法では他の平方根に転用することはできなし＇ o
なお， Proof12においてi-¥P1=AB-AS1が成
立するのは， CP1~こ関して B と S1 が線対称で
あること，及び AS1= P1S1であるというこつ
の対称性があることが前提となっている D すな
わち， Hardy(1967 /1992）が重要視した条件は
満たさないものの，対ー称性という「形式jは抽
出することカfできた。
(3）「補題J(Proof 2, 3, 5, 6, 11) 
Harris (1971）のProof2, 3, 5, 6, 11は前
として，真であることが必ずしも明らかでは
ない次の「補題Jを利用していた。
①素数pが二つの整数の積 rsを割りきるな
らば， ρはrまたはsを割りきる。
②素数戸が整数 rと整数の和 r+sまたは差
r-sを寄りりきるならば，戸はsを割りきる。
①整数係数の n次方程式αoxnートa1x1-1十…十
an=Oが有利数解 X ご r/sをもつならば， r
とsはそれぞれanとα。を割りきる。
＠素因数分解の結果は， JI員序をi徐いて一意に
表せる。（算術の基本定理）
3.2 数学的解法の美的性質を生起させる「形式」
とその特徴
3.2.l数学的解法の美的性質を生起させる「形式J
「イ2は無理数であることの証明Jの分析に
よって，証明の前提として有限性，対称性，内i1l
j選」が抽出できた。 2.2に記したように Dreyfus
and Eisenberg (1986）は解決過程で用いた
「？彰式jを証明の対象としていなかったので，本
稿で抽出した前提のうち「補題」を除く有限性
と対称、性が美的性質をもたらす「形式jと捉え
られる口ここではさらに，「形式jや，「形式j
を用いた解法の特徴を捉えるために， Hardy
(1967 /1992）に美しいとされながらも f形式j
が抽出できなかった証明である Proof4につい
て考察する凸
3.2.2 数学的解法の美的性質を生起させる「形
式Jの特微
(1）証明の対ー象でないこと
Hardy (1967 /1992）は Proof4と同点設な証明
を美しい証明としており，その理由として，自
身の審美の基準を満たすことを説明している。
そして［必然性と経済性に結びつけられた非常
に高度な意外性jという基準については，
議論は極めて風変わりで，驚くべき形を取
っている。その遠きに達する結果に比べれ
ば，使われている道具は幼稚なほど単純に
見える。しかし，結論から逃れる術はない。
複雑に入り組んだ細かな議論はない一どち
らの場合も，一撃でことが済む。
(Hardy, 1967 /1992, p.113) 
と説明している。すなわち， Proof4には「使
われている道具が単純jや［議論が複雑に入り
組んでいない」などと判断される特徴がある o
Proof 4のこのような特徴は， Dreyfusand 
Eisenberg (1986）も次のように言及している。
Dreyfus and Eisenberg (1986）は本稿で分析し
た五つの証明を数学者に見せ，審美の結果を尋
ねた。その結果， AとC (Proof 4, 5）の二つ
が，単純性と，最少の数学的背景で完全に理解
可能であるというこつの理由から高い評価を受
けた。この結果を受け， AとCのように｛古く
? 。?
? ．
からあり初等的な証明がよりエレガントである
と評価されたJ(p. 8）と述べている。 Hardy
(1967 /1992）の「使われている道具が単純jと
いう表現と， Dreyfusand Eisenberg ( 1986）の
［初等的jとし寸表現はともに高度な数学的概念
や数学的方法を）召しEていないことを指すと解釈
できる口すなわち Proof 4-のもっこの「初等
8'0Jという特徴は，数学者に！美しさjを感じ
させうるものであると考えられる。
本稿は2.1.3で述べたように，「形式Jによっ
てもたらされた「状態の変容」によって生起す
る美的性質を考察対象としている。 Dreyfusand 
Eisenberg (1986）の「初等的Jという特徴に
よって生起する美的性質は，「形式」が特定でき
ない美的性質であり，本稿の立場の美的性質に
は該当しない。しかし Proof 4-の「初等的」
という特徴は，前項でも述べた「証明の対象で
はない」という「形式」の特徴にも通じること
である。すなわち，「形式」は｜初等的Jである
が故に l~iEI到の対象でないj という特徴を有し
ていると考えられる。本稿ではDreyfusand 
Eisenberg (1986）が例示した解法における扱
いのみに基づいて，「形式」の特徴として「証明
の対象でないこと」を設定していたが，この特
徴は美的性質を生起させるという
機能的なI蛮を配慮すると，「形式jに必須な特徴
であると言ー える。
(2) I一事柄の心髄jとなりうること
Proof 4と同様な証明は， Proof5と同様な
明よりも美的な観点から明らかに劣るとされる
こともある。デーピスとヘルシュ (1982/2003)
は両者の証明を比較し 「専門数学者の10人中
9人は必ず、や註明JI (Proof 5）の方が美的喜び
のより高い水準を与えると言うだろうと思う j
(p.289 括弧内は引用者）と述べた。そしてそ
の理由として，
証明Eが事柄の心髄を見せるように思われ
るのに対し，証明 Iは，誤りの仮説から出
発して矛盾に到達することに終わって，そ
れを隠すからである．証明 Iは知ったかぶ
りの議論であるように見える；証明Eは
“真の”理由を顕わにする．
（デーピスとヘルシュ， 1982/2003,p.289) 
と説明している。ここで「事柄の心髄」が何を
指しているかは明記されていないが， 2の指数
の非対称性が矛盾の原因として強調されている
ことから，この非対称性が「事－柄の心髄Jであ
ると読むことができる。このデーピスとヘルシ
ュ (1982/2003）による言及に基づくと，数学
的解法で用いられる「形式Jが「事柄の心髄j
となり得ることが示唆される。
4.数学的解法の美的性質の識別と追求を促す
教材の分析の視点、
4.1 教材分析の視点
問題解決過程における学習者による解法の審
美を分析するための調査課題についての検討は，
これまでもなされてきた。 Dreyfusand 
Eisenberg (1986）は審美がどのように数学的
な患考過程に入り込むか，そして「美しさjの
j惑得の発達カfどのようになされるかを理j訴する
ために，大学レベルの数学を身につけた学生を
対象とする調査を行った。調査で用いた課題は
次の三つの共通な特徴をもつものが選ばれた。
に，複数の解法があり，その中の一つは
専門家によって残りの解法よりもうまいと判断
されると考えられるものであることである D 第
二に，解法も解法を見つける方法や技法も，平
均的な生徒にとっては， 1lIちに明らかになるも
のではないことである。最後に，それぞ、れの解
法に必要な数学が，平均的な高校レベルを超え
ないことである。調査の結果としては，学生た
ちは自身の問題解決を振り返って解法を改善す
ることがなかっただけでなく，「エレガントな解
法jを提示されても自身の解法と比較して美的
な優劣を判断できなかったこと，及び「エレガ
ントな解法Jを提示された学生たちの典型的な
反応が，「自分の解法も同じように機能してい
るJ(p. 7）といったものであったことを報告し
た。そして，学生たちにとってはそもそも目標
が問題を解くことであり，「エレガントな解法j
で解くことではなかったと結論づけた。
花園（2009）は美的性質の一つである「簡潔
さjに焦点を当て，数学的解法の美的性質を追
求している先行研究における事例を頼りに，中
学生の問題解決過程における審美を促すために
次の凹つの条件を満たす課題を用いた調査を行
った。第一に，簡潔な方法を含む複数の解法が
あることであり，第二に，初等的な解法が窟倒
であることであり，第三に，困難性の程度が適
切であることであり，最後に， f拝が様々に解釈
できることである。そして この！正iつの条何二を
溺たす課題を用いて調査した結果，中学生が自
身の初等的な解決方法に対して「面倒くさいj
といったネガティブな評価をし，問題解決を振
り返って簡潔な方法によって改めて解決を試み
た姿を記述できた。
このように， D日yfusand Eisenberg ( 1986) 
の調査で見られなかった f自身の問題解決を振
り返って解法を改善することJや「解法問の美
的な優劣を判断することjが花園（2009）の調
査では見られたが，花園（2009）の調査におい
て中学生が自身の解j去を振り返る契機となった
のは，自身のjg手法に「i語倒くさいjなどといっ
たネガティプな判断をした審美であった。この
中学生による反応とは対照的に， Dreyfusand 
Eisenberg (1986）の調査対象者は自身の解i去
をネガティブにとらえていなしヨ。このことから，
両者の調査で期待された「自身の問題解決を振
り返って解法を改善するJという一連の行為の
契機として，学習者がネガテイブな判断をする
審美を行うことが重要であると推察される。
このような審美の有無につながった課題の差
異としては， Dreyfusand Eisenberg (1986）が
着 l~l しておらず，花i認（2009）が第二の条件と
して挙げた「初等的な解法が市側であることj
及び第四の要件として挙げた「解が様々に解釈
できることJが挙げられる。実捺，花園（2009)
の第一，第三の条件はそれぞれ Dreyfusand 
Eisenberg ( 1986）が挙げ、た第一，第三の特徴
と同質であり，課題の差異を生むものではない。
自身で、気付いた解法が明確に「面倒Jであり，
単に「うまい」解法を含む複数の解法があるだ
けでなく結果からも考察の余地が窺えるからこ
そ，他の解j去を追求し，「うまいJ解法との問の
美的な優劣が判断できると考えられる。
以上をまとめると，問題解決過程における数
学的解法に対する学習者の審美を促進するため
には，学習者が気付きやすい初等iめな解法の状
態が Scと捉えられるものであり， Soとなるよ
うに改善する余地があることが効果的であると
考えられる。
ここまでの考察から，花園（2009）で挙げた
12Iつの条件をもとに本稿の自的を達成するため
の教材分析の視点を導出する。ただし，花園
(2009）とは異なり本稿では「美的性質の識別
と追求jを自標としているため，花園（2009)
が設定した第一の条件の「簡潔な方法」は，美
的性質を生起させる「形式」をもっ方法である
必要がある。
以上を整理して，！学校数学における数学的解
法の美的性質の識別と追求を促す教材を開発す
るための教材分析の視点jとして，次の11!つの
条件を提示する。第一に，複数の解法があり，
その中の少なくとも一つは美l'J~性質を生起させ
る［形式jをもっ方法であることである。第二
に，学習者が気付きやすい初等的な解法の状態
が Sι とi1lえられるものであることである。第
三に，困難性の程度が適切であることである。
第四に，解が樵々に解釈できることである。
4.2 数学的解法の美的性質の識別と追求を促す
教材の分析
4.2.l 「点一直線一点の最短経路J
ここでは lある直線tに関して同じ1mJにある
2点A,B及び直帝京t上の点 Pについて，経路
AP+PBを最短にする点Pの位置を定めるJと
いう題材を分析する。この題材は点Aまたは点
Bの，直線tに関する対称、な点を取ることで容
易に解決できることで有名な題材であり，仁1:i学
校の教科書：でも取り上げ、られている（藤井ら，
2016, p. 149）。この題材が記載されている単元
では，図形の’性質などを捉える方法として対称
移動などを学習すること求められており（文部
' 2008, p. 67），中学校の教科書ーにおいて
は，図形の位置関係に関する問題解決の方法と
して対称性が位置付けられた教材であると捉え
られる。
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しかしながら，対称移動を用いる解法に気づ
くのは容易ではない。教師用指導書においても，
対称移動をj羽いる方法は確認の対象とされてお
り，生徒から出てくることが予想される反応に
は含まれていない（東京書籍， 2016,p. 181)。
対称移動を用いる方法を与えられずに角平決す
ることは容易ではないが， j評j去としては例えば
次のごーつが考えらえる。
第一は，ある固定した点 Pに対して経路
AP十PBの長さを l本の線分で表し，比較する
方法である。具体的には，固定した点 P1を中
心とする半径AP1の円を描き，この円と半直線
BP1との交点のうち，直糠tに関して点Aと反
対側にあるj去を A1とする。次に，点Bを中心
に半径BA1の円を描く。この操作を別の点Pに
対しでも IP'J様に行い，月 BAnの半径を比較す
ることで，経路を最短にするときの点Pや点An
の位置を予想すると，産線tに関して点Aと点
Anが対称のときに最短になると予想することが
できる。
ーに，図形を座標平面上で考え，微分法を
用いて考察する方法である。具体的には，直交
座標乎而において藍線tをx1Mi, 2点A,Bをそ
れぞれ（0，α）, (b, c）とし，点 Pを（x,0）とす
ることで，経路AP+PBをxの関数
L (x） 二 "-Jxl十a1 十ぷ~τ子
と表す。そして直線PAと；＼＇.！持｜！の負の方向との
なす角を α，直線PBとx事hの正の方向とのな
す角を戸とすると， L(x）の導関数について
L'(x) =Oとなるのは cosa =cos (3のときであ
り，問題の条件を考慮すると α二戸のときに
最小値をとること，すなわち経路が最短になる
ことが確認できる。
この二つの方法のうち 前者はコンパスで距
離を移すことができれば利用可能な方法であり，
後者は高等学校の「数学IJで扱う微分j去を学
習していれば利用可能な方法である。ただし，
前者は結局対称性を用いることで問題が解決で
きる方法であるという点で 先に挙げた対ー称性
という円形式」を含む解法と異なる解法とは言
えない。
以上を踏まえ，教科書で取り上げられている
ように本題材を中学生対象の教材として捉え，
先に挙げた四つの視点から分析する．まず，第
一の条件については， Tfz々 な解法を考案する可
能性はあるが，結局は対称性という「~ラ式」を
含む解法に収束されてしまうため，条件をtrMlた
さない。上述のように微分i去を用いる解説iは存
在するものの，この！？平法は中学生にとっては第
三の条件を満たすものではないと考える。続い
て第二の条件については 中学生が気づける解
法が対称性という「形式」を含む解法のみであ
るので，条件をj持たさない。最後に第四の条件
については，得られた結果に対し，上述の微分
法を用いた解法の結果のように α＝戸のような
解釈をする可能性は考えられる。
以上の分析から，本題材を中学生を対象に扱
うことは，数学的解i去の美IJ0性質の識別と追求
を促すためには不適切である。
この題材をもとに数学的解法の美1:0・1生質の誠
加と追求を促す教材にするために，仁ド学生を対
象としては扱わず，高等学校の「数学題jにお
ける微積分を学んだ生徒を対象とする教材とし
て位量付けた場合を考える。このように位置付
けると，微分j去を用いる方法と，対称性という
「形式」を用いる方法の少なくとも二つの解法が
存在することになり，教材分析の第一の条件を
満たすことになる。
また，中学校 l年次に対称性を用いる解決を
経験せずにこの問題について考えることになれ
ば，生徒は気付きやすい初等的な方法として微
分j去を用いると考えられる。実際，以下の国2に
示した生徒の感想、は本稿とは関連のない実践に
関する生徒の反花、で、あるが，新たな学習内容を
使いたいと考える生徒は少なくなし＇ o
-f f;._.6':8＿＇＞壬？のタ精印、
ゴー之宝生詩集会問7ラ7￥＿維持の/JJC1r-みてω、，｛：.0 
－て~－－ffll執 ~~.（:;fl しむf;>7Jl.r,f:.二時う、
図2 生徒の感想、
そしてこの徹分法を用いる解法は発想として
は容易であっても解決に至るにはやや複雑な方
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程式を解く必要があり，その状態は Scと捉え
られると考えられる。このことから第二の条件
を満たす。
第三の条件については 微分法を用いる方法
についても対称性を用いる方法についても，必
要とする数学的知識は高校生のいわゆる「理系J
選択者が有していると期待される程度を逸脱し
ていな＼；＞ 0 ただし，導関数についての方程式
L’（x) =Oの解を求めるのは必ずしも容易ではな
いので，必要に応じた介入が必要である。
に第四の条件については，微分法を用い
て α二戸のような結果が得られると，光の反
射における入射角と反射角の関係のように解釈
されることが考えられる。また，このことから
対称性を用いる着想が得られることも考えられ
る。よって，第四の条件も満たす。
以上から，この題材をもとに数学的解法の美
的性質の識別と追求を促す教材を開発するため
には，対象の学習者を「数学IDJの微分法を学
んだ学習者にするのが適切である。
4.2.2 「点と直線の距離j
ここでは［座標平面上の定点 p( X1,y1）と
れま£ : ax + by + c = 0の距離を求める」という
を分析する。この題材には複数の解法が知
られているが，高等学校数学科の教科書では，
一般に図3のような解法が掲載されている。
この図3の解法では この題材が扱われてい
る「思形と方程式」という単元で学習すること
が期待される「解析幾何学における方法J（文部
科学省，2009,p. 31）が用いられている他に，垂
直条件から得られた比例式について比例定数を
たとおいており， 2.2で例示した方法と同様に比
例という「形式jが利用されている。ただしこ
こで用いられている比例という「形式jは，何と
何の間の関係を表しているのかは定かではない。
この題材に対する他の解法にも比例を用いた
ものがある。 I~ 4の解法は Dreyfusand 
Eisenberg ( 1986）がエレガントな解法として図
で例示したものである。
点Pの座標を（x1.Y），直線の方程式をαx+by+ c =0と
して，この盃若衆 PH の長さを， α 学 O かつ b 芋 0 のJ~ま合につい
て求めてみよう。
点HのJ]Y.A較（xz,yz）とサると， 2直線の垂直矧初，
Y2 -Yi r α＼－ 
X2-X1 ¥ {JI 
すなわち，
Xz -X1 Y2 -Yi 
a lJ 
そこで3この式の｛症をkとおくと，
Xz -x 1 _ Yz -Y1 k 
αb 
となるから，
Xz = X1＋αk, Y2 = Y1+bk …一①
また， Hはi直線αx十 by+c = 0」この点であるから，
αXz十 by2+ c = 0 
①より， αCx1十αk)+ b(yl +bk) + c = 0 
（α2十 b2)k＋αX1 + byl + C = 0 
こJtより，
kαX1十 byl十 c (2) 一一 ・・・……α2十 lJ2 ~ 
求めるfi:線の長さは，
PH2 = (x2 -x1)2十（yz-Y1)2 = （αk)2十（bk)2
= (aZ十 b2)k2
①討に入して，
???、?
? ??
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?????
】
?
?
?
?
?? 、??
?
?
?
よって，
iαX1 + by1十cl
PH= 一一一一一
九α2+ IJ2 
注意これは， a,bの一方がOの場合も成り立っている。
図3 点と藍線の距離（高橋ら， 2011,p. 82を
元に作成）
Q 
作1
H 
p 
国4 比例を用いた ~lj の解法
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この解法について，図3と同様に G牛Oかっ
b半 0とし，車線tの方程式をy二 mx+nと表現
しなおしたJ二で、必要事項を補し、ながら概説を述
べる。まず3 点 Pから y車！l!に平行な直線を引
き，直線tとの交点を Qとする。このとき点 Q
の座標は （xi,mx1十n）であり， 2｝主P,Qi鵠の
距離は Imx1十n-x2Iである。いま，点 Pか
ら直線dにおろした垂殺の足を日とし，ムPQH
と相初、で斜辺が直線t」こにあり，辺 PHに対応
する辺が xm11と王子行かつ長さが lであり，辺
PQに対応する辺がy軸と平行な三角形を考え
る。直線tの傾きを考えると，辺 PQに対応す
る辺の長さはmであり，この相似な三角形の斜
辺の長さは汽1一千示万である。 2点 P,Hl笥の
距離が求める詑離であり これを dとすると，
d: I mx1十n-x2I = 1 
d I mx1 -x2十n｜ 
イ工干｝Ji2
として，距離を求めることができる。この方i去
では求める距離に隠する比例が用いられている。
本稿ではこの後者の解法を「形式」をもっ方法
として捉える。すなわち，第一の条件を満たす
ことになる。
この題材に対して生徒が気付きやすい初等的
な解法として， Dreyfusand Eisenberg (1986) 
は点Pを通り直線tに垂在な亘線と車線tとの
交点の座標を求め その点と点Pとの距離を求
める方法を提示している。この解法は，点と誼
線の距離を「定点から定直線におろした垂娘の
長さ」と定義した場合，定義通りの値を求める
ことから最も気付きやすい方法である。一方，
点と直前~lの距離を「定点と定直線上の点との距
離の最小値jと定義した場合は，定車線上の点
を文字で表し，平方完成などを用いて詑離の最
小値を求めるか，垂線の長さが最小であること
を説明した上で垂線の長さを求める方法が最も
気付きやすい初等的な方法になる。この後者の
定義は一般の曲線に対しでも適用可能な一般性
のある定義である。いずれの定義を選択しでも
教材分析の第二の条件を満たすことになる。
三の条件については，高等学校数学科教科
書にも採用されていることから，数学Eを履修
する生徒にとっては，著しく｜翠難であるとは言
えなし＼ 0 また，解法に必要とする数学的知識も
数学Hの履修者に期待される程度を逸脱してい
ない。
最後に第出の条件については，得られる
式が分数式で、あることから，何らかの比として
解釈することが考えられる口比としての解釈は
比例という「形式jに直結する考えであるので，
第四の条件も満たすD
5且まとめと今後の課題
本稿の目的は学習者による数学的解法の美的
の識日uと追求を促すための教材の開発に向
けて，教材分析の視点を定めることであった。
この自的を達成するために，本稿では数学的解
法の美的性質を，数学的解法の「状態の変容j
をもたらす f形式jに基づいて捉えた。また，
美しいとされる数学的解法から「形式」を抽出
する方法として，杉山 (1986）の公理的方法の
ー鮒面である［根拠の追求jが有用であること
を示した。
この方法を美しいとされる数学的証明に
に適用した結果，美的性質を生起させる「状態、
の変容jをもたらす「形式」として有限性と対
称性，比例が特定されたQ また，「形式」が特定
できなかった数学的解法との比較を通し，「形
式jのもつ「証明の対象とならない」という特
徴や，子形式jが「事柄の心髄jとなり得るとい
う特徴を捉えた。
以上の議論を踏まえ 本稿では先行研究で提
案された学翠者の審美を捉えるための課題の特
徴と照合し，学習者による数学的解法の美的性
質の識別と追求を促すための教材開発に向けた
教材分析の視点を同定した。また，得られた視
点に基づいて，二つの題材「点一直線一点の最
短経路j及び「点と直線の距離jを分析し，そ
の有効性を確認したD
本稿で行った考察は，教材開発の過程のうち
教材分析を行うための視点の導出に関するもの
であり，分析した題材に関しでも学習者に
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するものとして構成することは今後の課題とし
て残されている。また，構成した教材を用いた
実践的検討も今後の課題である。
註
( 1 ）本{i)I：究では，教材を「 l~I 擦が定まった教授 1'!10
営みにおいて学習者に与える訪日翠jと捉えてい
る。それ故，異なる目標に基づいた教材を［美
!'10t質の識]JIと追求を促す教材Jとは捉えなL'o 
( 2）長谷川（2013）は教材開発のことを教材構成
と称している。また，本稿における教材分析と
教材稿！まの捉え方は，長谷川（2013）に基っとい
て本初f究で従えなおしたものであ！？，長谷川
(2013）で明記されているものではない。
( 3）本稿で「形式jという誌で表す数学的規則を，
Steen (1990）は特質（attribute）と表現し， j苛
WJtt：や連続性なとなの性質も例示している。本稿
においては，後述のように，この対称性などの
性質は「数学的対A象の美的性質を生起させうる
もの」という機能的な意味を込めている。
Dreyfus and Eisenberg 0986）はこのように美
的性質を生じさせうる性質を構造（structure)
と表現しているが，構造という認は，必ずしも
l美的性質を生じさせうるJという意味を合蓄し
ない。これに対して美学においては，美的性質
を感じさせる要因となる形状ヤ色彩の規則とし
て「｝！~式」という誌が;:i:J いられている（竹内，
1979）。本稿では機能的な意味の含蓄を意図し，
i形式jという語をmいる。なお，このような
円形式Jという後の用法と，これまで数学教育学
で「形式不易の原理jに関する文脈で議論され
てきた形式との関係についての考察は，今後の
課題とする。
( 4）本研究では，長l党対象が美しいかどうかを判
｜折することを審美とI乎ぶ。そしてこの判断の基
準を審美の基準と呼ぶ。例えば，［簡潔であれば
美ししづと判断する場合には，審美の基準は簡
潔性という美的性質になる。この場合の審美は，
美的性質の識別と同義で、ある。
( 5）ここで f生起jとは，知覚者なしに何らかの
美的性質が存在することを意味するのではなく，
知覚者によって認識されやすくなるという意味
を表している。このような ！~： I床を与える理凶は，
前述のように，審美の主観性を認めるためであ
る。すなわち，数学的対象の状態が変容しでも，
美的性質の認識の有紫は知党者に依存する。
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An Analysis of the Aesthetic Qualities of Mathematical Solutions 
in Mathematics Education: A Der討ationof View Points fo1・AnalyzingMaterials 
Hayato HANAZONO 
It is important in mathematics to determine whether methods and l℃sults of the study are aesthetic. In 
mathematics education, it is important that learners have the ability to judge and pursue the aesthetic quality of 
mathematical objects in mathematical problem solving. In order to do tl1at, it is necessary to develop teaching 
materials for learners’ap1〕reciationof the aesthetic qualities of mathematical objects 
The purpose of this paper is to derive view points for analyzing materials toward the development of 
teaching materials that advance learners’appreciation of the aesthetic quality of mathematical solutions. In 
order to accom1〕lishthis purpose, this paper sets out two research objεctives that a1:e considered based on 
theoretical methods. The first objective is to capture the features of aesthetic qualities that an aesthetic 
mathematical solution has. Prior to solving this research objective, this paper considers the establishment of a 
method for analysis of aesthetic qualities of mathematical solutions. In particular, this paper focuses on“form” 
which occurs in aesthetic qualit冗sof mathematical solutions. Second, based on solutions to the五rstresearch 
objective, this paper derives view points for analyzing teaching materials 
As a result, this paper identi岳町l“iコursuitof bases”which is a facet of Sugiyama’s (1986) axiomatic 
approach as a met11od to extract：“form”£1・omaesthetic rnathen1atical solutions, and extracted finiteness, 
symmetry and proportion asゴorms”which evoke“a transformation of state，＇’ which lead to the occurrence of 
aesthetic qualities of mathematical solutions. Through this consideration, this paper spec1長elthe 
characteristics of “form”・ "It is not a target of proof’＇and“it can be the heart of a matter.” 
Based on the above argument, this paper derived four vie＼孔Y points for analyzing materials toward the 
development of teaching materials and analyzed れνosets of teaching materials：“the shortest path of a point-a 
straight line-a point”and "the distance between a point and a straight line” 
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